Chapitre 22

Probabilités viagéres définies sur des
groupes de téte

Objectif : pouvoir tarifer des garanties définies sur plusieurs assurés.

Exemple 1 : rente de reversion (ou de survie) de z sur y. Il s’agit de verser un arrérage si
est décédé alors que y est encore en vie. Il faut étudier un phénomeéne viager qui peut prendre
4 états : x vivant et y vivant, x vivant et y décédé, x décédé et y vivant et enfin x décédé et y
décédé

Exemple 2 : 3 tétes assurées, comme par exemple la rente orpheline (2 parents décédés,
orphelin vivant).

Exemple 3 : capitaux de surive, capitaux de second (ou troisiéme) effet (verser au déceés si
un ou plusieurs assurés sont prédécédés).

22.1 La notion de groupe disparaissant au premier décés

Soit (1, ,7,) un groupe de personnes agées de x1,--- ,r, années. Notons T(,, ... 5,) la
date de ler décés dans le groupe :

Ty o an) = min(xy, -, xy,).

)

22.1.1 Distribution

T2y, z,) €St une variable aléatoire caractérisée par une distribution :
tPar,an) = P(T(ay, o wn) > 1) = P21, , 2, vivants en ).

Faisons I'hypothése d’absence de contagion dans le groupe, ce qui implique I'indépendance
des lois de survie; il vient 4p(y, ... 5,,) = P(21 vivants en t) - - - P(z,, vivants en t)
Ainsi

tP(xl,m,acn) = tPxy * " tPzy-

En notant {(;, ... z,) = lzy - -+ lz,, on obtient

n

tP( o la:1+t s la:nth o l(x1+t,~~~ \Ln+t) .

la:l ce la:n B l(xl,--- \Tn)
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22.1.2 Taux instantané de mortalité d’un groupe disparaissant au ler décés

/
lz+t

On rappelle que piy4r = —% (Inypy) = —
SOit f(zy 44, zn+t) l€ taux instantané de mortalité d’un groupe disparaissant au ler déces, il

est défini par
d
H(zr+t, - zntt) = “d (lntp(azl, T )) .

Dans le cas d’indépendance des lois de survie, il vient

H(zy+t, xn+t) = Hoi+t - Hap+t-

La taux instantané de mortalité du groupe disparaissant au premier décés est la somme des
taux de mortalité p des membres du groupe.

22.1.3 Groupes disparaissants au dernier décés

On note T(z;—7,) la date de dernier déces (par analogie, c’est un montage électrique avec
n ampoules montees en paralléle).

On a P(Tgmmm > 1) = 1 = P(Tgr=my < t) = 1 = P21, - 2z, décédés a t) = 1 —
tPay " tPay = 1 - (1 tpm) T (1 tprn)

On voit que la loi de T{zr—4,) apparait comme une combinaison linéaire de I'ensemble des
lois de survie (x1,-- - ,2y)j<n. Cette propriété se généralise, voir section suivante.

22.1.4 Généralisation a des groupes de téte disparaissant au riéme déceés

Notations :
— Probabilité que survivent exactement r tétes parmin : ¢p ()
(x1,,@n)
— Probabilité que survivent au moins r tétes parmi n : s
T1,,Tn

Par défaut on écrit
- tp( (n) = tP(z1, ,xn)
W1 = Y@
p(xlf"axn) q($17 7$n)
Par ailleurs, la probabilitié de survie d’au moins r tétes est désigné par TENES iy tp 0
D) et ypr s’expriment toujours par des combinaisons linéaires des probabilités de survie des
G

sous-groupes de téte disparaissant au premier déces.

Exemple sur 3 tétes z,y, 2
Déterminons les probabilités de survie d’exactement r tétes :

—tP_ =P+ tPy + D2 — 2tpa:tpy - 2tpa:tpz - Qtpytpz + 3tpa:tpytpz

(z,y,2)

- tp( @) = tPxtPy + tPxtDz + tPytPz — 3tPrtDytPz
~ P (3 = tDutDytP-

(z,y,2z

Passons a présent a la probabilité de survie d’au moins r tétes :
—tp_3 =tP_©B) = tPxyz

(x,y,2) (z,y,2)

- tp% P e + P © = tPatPy + tPatDz + tPytDz — 2tPatPytD-
z,Y,z x,Y,z (z,y,2

- tp(x = Pz + tpy + tPz — tpa:y tPrz — _tpyz - _tpxyz

Formule générale de calcul de ¢p @ :
G

1. Cette partie est donnée a titre de culture de l'actuaire. On pourra consulter 'ouvrage de Petauton.
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Soit X;(t) l'indicateur de survie de la téte ¢ valant 1 si ¢ est vivant en ¢t avec la probabilité
Pz, €t 0 sinon. Soit S(t) = X1 (¢) + - + X, (¢).

On rappelle que 'on a 4p) = P(S(¢) =r).

G
On peut écrire E [us(t)] =1%¢po +wpa +u" -+ Pw, ce polynome étant la fonction
G G G
génératrice des probabilités cherchées. Le coefficient de u” est la probabilité cherchée ¢p ().
G
On a

E [uS(t)} = E [uXi(t)]

@
Il
-

(:I~tq:L'Z + utp:vl)

I

Il
—

(14 (= Depa)
1
=14 (u—1)8 +(u—1)2Sy+ -+ (u—1)"8S, aprés développement
ol les coefficients S; = Zkl Lol Py g, 7 individus différents pris dans le groupe initial.
En particulier

S1= Py +* + Pz,
Sn = tPxy-an

Le coefficient de u" est

tp% = Sr - Cﬁ+1Sr+1 + C§+QST+2 +---+ (—1)jC£+er+j +---+ (_1)n—rcrrlz—r5n.
Ceci rappelle le développement suivant les puissances croissantes de ’expression
—(r+1 1 1 j I j
S"(1+7) (r+1) — g7 _ CT'+IST+ 4ot (_1)JC£+]»ST+J 4.
d’ou la regle.
On obtient I’expression ¢p (- en fn linéaire des probabilités de survie de groupes disparaissants
G

au premier décés en développant 'expression S"(1 + S)*(r“) jusqu’au terme de degré n et en
remplacant enuite chaque terme S’ par une somme S;.

Calcul de la probabilité de survie d’au moins r tétes i = Yo D - On reprend le po-
lynéme E [U S (t)] =1Lipwo + -+ u"pw et on cherche les modifications pour faire apparaitre
n G G
Zi:1 tp%'%
On écrit E [Us(t)] =wo+ - +wm Fu—wo+-+ W —=1pe +-+ W —1)pm
G G G G G

et 'on remarque que u” — 1 = (u” +u" "L+ + u)uT—l
On en déduit que les ypy sont donc les coefficients du polynoéme 5 (IE [Us(t)] — 1) =
G
uS1 +u(u—1)Sg + -+ +u(u — 1)"7LS,,.

En particulier le coefficient de u” est

th(r) = 51— Crlzsr+1 +- (_1)jcj+j71sr+j +ooet (_1)n_TCZ:1T n

el T
développement analogue & celui de S"(1+ 5)~", d’ou la régle.

Notons que l'ordre des décés n’intervient pas!
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